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Ozetce —Biiyiik olcekli dogrusal sistemlerin veri matrisi,
siitunlar arasi yiiksek ilintiye ve genellikle yiiksek durum nu-
maralarina sahiptir. Bilinmeyenlerin, ol¢ciimlerden En Kiiciik
Kareler (EKK) teknigiyle iiretilmesi, 6l¢ciim giiriiltiisiiniin, sonucu
kabul edilemez sekilde etkilemesine neden olmaktadir. Bu nedenle
giirbiiz ¢oziim tekniklerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu bildiride,
yiiksek durum numarasina sahip biiyiik olcekli 6lciim matrisle-
rinin yer aldig1 dogrusal sistemlerin, Momentum-Yinelemeli Hes-
sian Krokileme (Momentum - Iterative Hessian Sketch (M-IHS))
coziiciisii kullamlarak nasil diizenlilestirilebilecegi incelenmistir.
Onerilen coziicii, tiim iterasyonlar icin tek bir diizenlilestirme
parametresi bulmak yerine, her bir iterasyon icin diizenlilestirme
parametresini bagka bir parametre ayar1 yapmadan otoma-
tik olarak bulmakta ve daha sonra hizh yaklasim saglayan
momentum parametrelerini buna gore belirlemektedir. Yapilan
analizde her ne kadar Genellestirilmis Capraz Dogrulama (GCV)
teknigi kullamlmis olsa da, M-IHS, bildiride aciklanan adimlar
kullanilarak, herhangi bir risk tahmini ile diizenlilestirilebilir.
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Abstract—The data matrix of large scale linear systems
generally have correlated columns and high condition numbers.
Finding unknowns from measurements by using Least Square
technique results in noise enhancement. For this reason, robust
solution techniques are needed. In this article, we investigate
how to regularize the Momentum-Iterative Hessian Sketch (M-
IHS) solver for solving ill-posed linear systems including large
scale data matrices. Instead of using a single regularization
parameter for all iterations, the proposed solver automatically
finds a separate regularization parameter in each iteration
without requiring any other parameter tuning, and then adjusts
momentum parameters accordingly. Although Generalized Cross
Validation (GCV) technique is used in the analysis, any risk
estimator can be incorporated into the steps explained in the
article for the regularization of M-IHS.
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I. Giris

Bir ¢ok problemin ¢6ziimiiniin temelini olusturan dogrusal
denklem sistemleri agagidaki gibi modellenebilir:

b= Axg + w. (D

Burada, A € R™*? veri matrisini, b € R" giiriiltiilit 6l¢iim
vektoriinii, w € R"™ giiriiltii veya 6l¢lim hatalar1 vektoriinii
ve zo € R? ise verilen veri matrisi ve Olciimlerden geri
elde edilmeye calisilan bilinmeyen yani parametre vektoriini
temsil etmektedir. Bu calismada ol¢iim sayisinin bilinmeyen
sayisindan ¢ok daha fazla oldugu (n > d) durum iizerine
odaklanilmigtir. Bu durumda denklem sistemi giiriiltii sebe-
biyle kararsizdir ve tahmin edilen ¢6ziimiin, %, iyiligi teorik
olarak ||zo — Z|| (kahin) metrigi ile belirlenmektedir; ancak bu
metrik pratikte ulagilabilir olmadig: i¢in (2)’deki hata metrigi
araciligiyla, EKK yontemi kullanilarak, dogrusal sisteme en
iyl uyan ¢oziim analitik olarak bulunabilir:

25 = argmin ||b — Az||3 2)
zERd
1
= argmin —||Az|3— < AT,z > ©)
a 2
zeR
= (AT A) "1 ATy, )

Pratik uygulamalarda olduk¢a yaygin olan, kosul numarasinin
veya siitunlar arast ilintinin yiiksek olmast durumunda, (4)’teki
matris tersinin alinmasi, eger ki A matrisinin tekil degerleri
1’den kiiclik ise, giiriltii artirnmina sebep olmaktadir. Bu
artirim1 engellemek icin (2)’deki maliyet fonksiyonuna, &’in
biiyiik degerlerini cezalandiran yeni bir terim eklenir. Eklenen
terimde [lo-normu kullanildig: takdirde bu islem Tikhonov
Diizenlilestirmesi olarak adlandirtlir ve tipki orijinal EKK
¢Oziimii gibi analitik olarak bulunabilir:

z(A) = argmin [|b — Az||3 + Al|z[[3 Q)
:cERd
1 A
= argmin —||Az|3— < ATb,z > +Z|z]2  (6)
a 2 2
zER
= (ATA+ Xyt AT, @)



burada A € R diizenlilestirme parametresi olarak adlandirilir.
Bu parametrenin optimal olarak se¢ilmesi icin gelistirilen
yontemlere II. Boliim’de detayli olarak yer verilmisgtir.

Giiniimiizde, biiyiik 6lcekli veri kullanan uygulamalarin da
yayginlagsmasiyla bircok yontemin temel ¢ekirdegini olusturan
dogrusal denklemlerin ¢oziimii bilyiik 6nem kazanmistir. Ol-
ciim say1sinin 10%°1ar1 agabildigi bu uygulamalarda, ¢oziiciiniin
performansint belirleyen en 6nemli kriter cogu zaman ¢oziicii-
niin optimal degere ne kadar ulagtig1 degil, problemi ne kadar
stirede ¢ozdiigii ve hatta verilen islemci hafizasinin ¢6ziim i¢in
yeterli olup olmamasidir.

Denklem (4) veya (7)’deki ¢oziimleri, A verildigi takdirde
elde etmenin en etkili yolu, QR veya LU ayrisimlarini kul-
lanarak, licgen matrislerin diisiikk hesaplama karmagikligindan
yararlanmaktir [1]. Fakat asimptotik karmasiklik, kullanilan
ayrigimlarin karmagikligi baski ¢iktigr icin O(nd?) olmak-
tadir ki, biiyiikk olcekli veri kullanan uygulamalarda bu kar-
masiklik basa c¢ikilmaz durumdadir. Gerekli olan hesaplama
miktarini diigirmenin bir yolu tiim matris-matris boyutundaki
hesaplamalar1 uzaklastirmak ve birinci dereceden yinelemeli
¢oziiler kullanmaktir [2].

Conjugate Gradient (CG) [3], LSQR [4] ve Chebyshev Se-
miconvergence (CS) [5] yakinsama hiz1 yiiksek ve hesaplama
karmasiklig1 az olan, pratikte yayginca kullanlan birinci dere-
ceden yinelemeli ¢oziiciilerdendir [6]. Fakat, bu yontemlerin
yakinsama hizi, veri matrisinin spektral 6zelliklerine yiiksek
derecede bagli olup, basarili bir 6nkosullandirma yapilmazsa
oldukga diisiik seviyelere inmektedir [1], [7]. Etkin bir 6nko-
sullandirma yapmak ise hesaplama karmasikligini istenmeyen
degerlere cikartabilir. G benzeri birinci dereceden yinelemeli
¢oziiclilerin, etkin Onkosullandirma sorununa ek olarak, bir
diger problemi de, 6l¢iim vektorii b ve tahmin vektori Az
arasindaki doniigiim ya dogrusal olmamakta yada dogrusal ise
donlisiim matriksi analitik olarak bilinememektedir [8]. Bu
durum diizenlilestirme parametresinin se¢imi icin gelistirilen,
II.Boliim’de bahsedilen metotlarin basariminin azalmasina se-
bep olmaktadir.

Birinci dereceden yinelemeli coziiciilerin dezavantajlarin-
dan kagman bir diger ¢oziim yolu ise Rastlantisal Projeksi-
yon(RP)’larin kullanilmasidir. Ranstlantisal ¢alisan bu boyut
diisiirme yontemleri, Blendenpik ve LSRN gibi LAPACK
coziiciilerinden daha hizli oldugu gosterilen birinci dereceden
yinelemeli ¢oziiciilerde, dnkosullandirma matrislerinin hesap-
lanmasi i¢in bagarili bir sekilde kullanilmaktadir [9], [10]. RP
yontemleri, dogrudan (7)’de verilen EKK ¢6ziimiiniin yaklasti-
rilmast i¢in de kullanilabilir [11]. Biiyiik 6l¢ekli verinin, daha
once bahsedilen hesaplama acisindan olusturdugu problemler,
pratikteki veri matrislerinin sartlar1 ve yakinsama hizlar1 gibi
konular gz oniinde bulunduruldugunda, RP’ye bagh ¢oziicii-
lerin basarili ¢oziimler iirettigi sdylenebilir. Analiz edilen M-
IHS yontemi RP’ye bagli olup, III. Bolim’de boyut kiigiiltme
isleminin ayritilarina yer verilmisgtir.

II. DUZENLILESTIRME PARAMETRESININ SECIMI

Literatiirde bulunan Ayrim Prensibi (Discrepancy Principle
(DP)) yontemi A parametresini, Ol¢iim hatasinin enerjisinin
olgiim sayisina oram giiriiltiiniin varyansma, o2, esit olacak

sekilde secer. DP tekniginin A\’y1 optimal degerden daha biiyiik
sectigi rapor edilmigtir [12], [13]. Bu durum giiriiltiiye karg:

daha giirbliz sonuclar iiretse de ¢oziiciiniin basarimini diistir-
mektedir. Diger bir yontem, L-Curve (LC), X’y1 || Az()\) —b||3
ve ||z(N\)||3 terimlerinin olusturdugu Pareto Egrisinin egriligi-
nin en yiiksek oldugu deger olarak se¢mektedir [12]. Bir diger
metot, Genellestirilmis Stein Tarafsiz Risk Tahmini (GSURE)
ise ||zg — Z(A)|| metriginin yansiz bir kestiricisini bularak bu
kestiriciyi en aza indiren A degerini se¢mektedir [14]. GSURE
ve LC yontemleri A’y1, DP’nin aksine, olmasi gerekenden
kiigiik secmektedir ki bu giiriiltiiniin bilyiitillerek ¢oziimii et-
kilemesine neden olmaktadir [15], [13]. GSURE yontemi de,
giiriiltiiniin varyasyonunun bilindigini varsaymaktadir.

GSURE’de kullanilan ||zg — Z(A)|| metrigi yerine ||Azo —
AZ(X)|| metriginin yansiz kestiricisini kullanmak da miim-
kiindiir. Bu kestiriciyi en aza indiren A\ degerini secen UPRE
adr altinda toplayabilecegimiz yontemler, GSURE ve DP gibi
giiriiltii hakkinda istatiksel bilgi gerektirmekte olup, simdiye
kadar bahsedilen ii¢ yontemden de daha giirbiiz sonuclar iiret-
mektedir [15]. Son olarak, pratikte yaygin bir bicimde kullani-
lan, Capraz Gecerlilik yontemlerinin rotasyon-degisimsiz hali
olan Genelestirilmis Capraz Gegerlilik (GCV) yontemi, hem
giiriiltii varyasyonu gibi herhangi ek bir bilgi gerektirmemekte
hem de asimptotik olarak optimal A\ degerine yakinsamaktadir
[16]. GCV yontemi ayni zamanda RP uygulamalarinda oldukca
kararli sonuglar vermistir. RP’ye dayali M-IHS c¢oziiciisii,
bahsedilen tiim diizenlilestirme yontemleri ile kullanilabilir.
Fakat digerlerinden daha kararli sonuglar iiretmesinden ve daha
az bilgi gerektirmesinden dolayi, analizlerde GCV yonteminin
kullanim1 tercih edilmistir. GCV yontemi A parametresini
(8)’daki maliyet fonsiyonunu en aza indiren \ olarak se¢mek-
tedir:

1 — Az(A)[J?

G(\) = 2
n —Tr (Pa(N))

®)

burada 2(A\) X'ya bagh ¢oziimii, P4()) ise 6lgim vektorii b
ve tahmin vektorii Ax(\) arasindaki dogrusal doniisiimiin X’ya
bagli olan matrisini temsil etmektedir. Denklem (7)’de goriilen
EKK ¢oziimii icin Pa(\) = A(ATA + A4)AT olmaktadir.
Pratikte GCV fonksiyonu Tekil Deger Ayrisimi(SVD) aracili-
giyla en aza indirgenmektedir.

III. RASTLANTISAL PROJEKSIYON iLE BOYUT
KUCULTME

Rastlantisal ~ boyut  diisiirme  teknikleri ~ Johnson-
Lindenstrauss (JL) lemmasina dayali olarak gelistirilmistir
[17]. EKK ¢o6ziimii {izerinde kullanilan iki tiirii mevcutur.
flki, Basit Kroki olarak adlandirilan yontemlerdir, ve (A,b)
cifti yerine, (SA,Sb) ciftinin gozlenmesine dayanmaktadir.
Burada S € R™*", JL lemmasinm yiiksek olasilikla gecerli
olmasim saglayan, rastantisal olarak olusturulan ve Krokileme
Matrisi olarak adlandirlan boyut diisiirme doniisim matrisidir
[18]. Denklem sisteminin c¢oziimii, (4) veya A’nin verildigi
durumda (7)’de goriilen maliyet fonksiyonu yerine, (9)’da
goriilen maliyet fonksiyonu en aza indirgenerek elde edilir.

2 = argmin [|Sb — SAz||2 + A||z|2 ©)
:L’GRd
= ((SA)T(SA) + AI,) "' (SA)TSb. (10)

Bu yontemin sub-optimal oldugu [19]’de gosterilmistir. Tkinci
RP tiirli ise, veri matrisi ile beraber Olciim vektoriiniin de



boyutunu diisiirmekten kaynaklanan yapay giirtiltii artirimin
engellemek ve daha kiiciik Kroki matrisinin kullanimina ola-
nak saglamak amaciyla, (SA,Sb) yerine (SA, ATb) iftini
gozlemlemektir. Bunu gergeklestirmenin bir yolu Hessian Kro-
kileme (Hessian Sketch HS) tekniginin kullanilmasidir. Bu
yontem, (9)’u kullanmak yerine, (3) ve (6)’da agik¢a goriile-
bilen karesel normu, (11)’de goriildiigti tizere Kroki matrisini
kullanarak yaklasik olarak hesaplamaktadir.

1
z(\) = argmin =||SAz||2— < ATb,z > +é||x||§ (11)
+cR* 2 2

= ((SA)T(SA) + AI,) " ATb, (12)

Ancak, yalnizca karesel normun RP kullanilarak bir kere yak-
lagtirilmasi, HS tekniginin eniyi sonuca ulagmasi i¢in yeterli
olmamaktadir. Bu yiizden HS tarafindan {iretilen ¢6ziimiin
bagarimi, Newton yontemine benzer bir sekilde yapilan yine-
lemeler sayesinde artirilir. Bu yontem, "Heavy Ball" yontemi
ile birlestirildiginde M-IHS yontemi elde edilmektedir [7]. M-
IHS yonteminde tek bir Kroki matrisi tim yinelemeler icin
kullanilmaktadir ve bu yontemin yakinsama hizi, CG benzeri
tekniklerin aksine, veri matrisinin spektral 6zelliklerine bagl
degildir. M-IHS yonteminin iterasyonlar1 (13)’te goriilebilir:

2 = 2K o (ATSTSA) AT (b— Ax®) 4+ B(a*—251), (13)

burada o = (1 —d/m)? ve 8 = d/m momentum parametrele-
ridir [20]. Bu bildiride, M-IHS yo6nteminin, GCV teknigi kul-
lanarak nasil diizenlilegtirilmesi gerektigi ve eniyi momentum
parametrelerinin bu durum i¢in nasil tahmin edilmesi gerektigi
gosterilecektir.

IV. ONERILEN DUZENLILESTIRME YONTEMI

Denklem (1)’de verilen dogrusal denklem sisteminin, A’nin
saglandig1 durumda, asagidaki yineleme kullanilarak coziil-
mesi Onerilmektedir:

2N = 25\ + aa(ATSTSA + A1)~ HAT (b — A28 (V) — Azb)

+ Ba(a*(A) — 2*'(V), (14)

burada, optimal momentum parametreleri, orjinal M-IHS tek-
niginden farkl olarak, ay = (1 — 7)%, By = 7\ seklinde
kestirilmigtir. Burada 7y, A’ya gore belirlenen etkin kerte ve
kroki boyutu m arasindaki orandir:
d o2
2i1 57
' = )
m

0; A matrisinin tekil degerleridir. Diizgelenmis M-IHS tekni-
ginin yakinsama hizi /ry olarak bulunabilir. Diizenlilestirme
parametresi verilmedigi durumlarda, GCV kullanilarak X bulu-
nabilir. Denklem (8)’de goriilen doniigiim matrisi P ()), tim
yinelemeler i¢in ortak olarak yazilamayacagi icin her yinele-
mede yeni bir A bulma yolu secilmistir. GCV fonksiyonunun
payinda yer alan z(\) i¢in (14) kullanilirken, P4 () su sekilde
yaklagik olarak hesaplanmaktadir:

Pi(\) = WAATSTSA + A1)~ tATWT

— A 2
A = argmin G(\) = argmin 16 (A
xeR AeR |:n—'I‘I'(PA()\)):|

5. (15)

Burada W e R™*? ikinci bir Kroki matrisidir. Onerilen
yontemin, tiim veriyi kullanan EKK-GCV ¢6ziimlerinden daha

avantajli olusu z(\) ve P4 () hesaplanirken, A yerine boyutu
kiiciiltiilmiis SA ve WA matrisinin kullanilmasindan kay-
naklanmaktadir. Kroki boyutu tipik olarak 2d — 8d arasinda
secilmektedir. Kroki matrisinin kullanimi asimptotik karmagik-
lig1 O(nd?)’den O(md? + ndlog(m))’ye diisiirmektedir. VI.
Bolim’de goriilebilecegi gibi, n > d olan uygulamalarda, bu
fark onemli bir kazang saglamaktadir.

V. SAYISAL ALGORITMA

Onerilen algoritmanin genel hali Algoritma 1’de goriile-
bilir. Burada sketch(-) kroki matrisini olugturma algoritmasi-
dir, ayrintilar [11], [18]’da bulunabilir. Benzetimlerde Kroki
matrisi tiretilirken, Rastlantisal Birim Dikgen Sistemler(ROS)
kullanilmigtir. 10. adimdaki eniyileme Altin Oran Arama ve
Ardigik Parabol Interpolasyonu algoritmalarinin karigimi olan
ALGOL 60 prosediirii ile gerceklestirilebilir [21].

Algorithm 1 Diizgelenmis M-IHS

Parameters: X1, m
Data: A € R"*¢, b, z : ilk tahmin

1: [SA, WA]= (sketch(A,m))/m

2: [2s, Vs]=svd(SA)

3 A= Os,1

4: k=0

50 1 = X9

6: xg =0

7: while ka — l‘k_1|| > dXTOL and k£ < 10 + ﬂogn} do
8: k=k+1

o g=AT(b— Axy)

10: A= argmin G(A\) (15)’de tammlandig1 gibi
A

d a? i
11: dy= Zi:l ﬁ
12: B)\ = d)\/m Y
13: ap = (1 — ﬂ,\)2
14: Axp= VS(Z% + )\I)il‘/;T(g — /\ksck)
150 Tpg1 = Tp + apAxy + Br(vr — Tp—1)
16: end while

VI. BENZETIM SONUCLARI

Onerilen yontemin basarimi, Hansen tarafindan yayilanan
Diizenlilestirme Arackutusu [12] kullamilarak MATLAB di-
linde hazirlanan benzetim ortaminda incelenmistir. Bu amagla
veri matriksi A € R%%%0%1000 A7(1, %) olasilik dagilimindan
orneklenmistir. Kovaryans matrisi >’min girdileri ¥;; = 5 -
0.9!"=71 seklinde belirlenmistir. Bu sayede siitunlarim ilintili
olmas1 saglanmistir. Daha sonra bu matrisin tekil degerleri
Hansen’nin baart, philiphs, ve heat tekil deger profilleri ile
degistirilmistir. Tiim profillerde durum numaras1 10% olacak
sekilde olceklendirme kullamilmistir. Tekil degerlerin azalma
oranlarina gore, bu profiller ileri, orta ve diisiik seviyeli yiik-
sek durum numarali problem olarak simiflandirilabilir [22].
Algoritmalarin bagsarimi normallestirilmis etkin hata metrigi,
|2 — x;|l2/llzf|l2 baz alinarak olgiilmiistir. Burada z} su
sekilde tanimlanir:

k*

, Tpx = Z(w?mo)vi.

2 1=1

k

ul'b
Vi — o
Z O

i=1 '

k™ = argmin

Burada, u; sol tekil vektorler, v; sag tekil vektorlerdir. Farklt
giiriiltli ve hastalik seviyeleri i¢in elde edilen hata grafikleri
Sekil 1’de goriilebilir.
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(c) Diisiik Derece

Sekil 1: Onerilen yontemin gesitli giiriiltii seviyesinde elde ettigi sonuglar. Her bir sonug 10 MC benzetimi iizerinden ortalama
alinarak elde edilmistir. Dikey ¢izgiler bir standart sapmanin miktarin1 gostermektedir. GCV-EKK, (8)’deki fonksiyonu en aza
indiren \ degerini, Kahin EKK ise kahin metrigini, ||z} — Z())|[2, en aza indiren A degerini kullanarak (7)’deki denklem ile
coziimii iiretmektedir. Ug farkli derecede de, onerilen diizenlilestirme yontemi ile M-IHS, verinin tamaminin kullanildigr EKK-
GCV c¢oziimiinden daha iyi sonug vermistir. GCV-EKK yontemi bir ¢oziimii ortalama 43.32 saniyede hesaplarken, onerilen yontem

15.62 saniyede hesaplamisgtir. Siireler fictoc fonsiyonu ile tutulmusgtur.

VII. SoNuc¢

Bu bildiride, veri matrisin boyutlarinin yiiksek oldugu
dogrusal denklem sistemlerini ¢dzmek i¢in kullanilan, birinci
dereceden yinelemeli ¢oziilerin aksine, yakinsama hizi veri
matrisinin spektral 6zelliklerine bagli olmayan M-IHS yon-
teminin, Tikhonov Diizenlilestirme teknigi kullanilarak gii-
riiltiilye kars1 nasil giirbiiz hale getirilecegi incelenmistir. M-
IHS yonteminde momentum parametreleri tiim iterasyonlarda
sabittir. Ancak bu yonteme diizenlilestirme uygulanirken, her
iterasyonda GCV teknigi kullanilarak yeni bir diizenlilestirme
parametresi tahmin edilmis ve bu parametreye bagli olarak
momentum parametreleri de degistirilmistir. Onerilen teknik
ile duizenlilestirilen M-IHS yoOnteminin, standart bir diziiztii
bilgisayarda yapilan benzetim sonuclarinda, GCV kullanilarak
diizenlilegtirilmis EKK yonteminden ortalama ii¢ kat daha hizli
oldugu goriilmiistiir. Ayrica, onerilen teknik tiim yiiksek durum
numaralarinda, GCV-EKK’den daha az hata vermistir.

KAYNAKLAR

[1] A. Bjorck, Numerical methods in matrix computations. Springer, 2015,
vol. 59.

[2] S. Wright and J. Nocedal, “Numerical optimization,” Springer Science,
vol. 35, no. 67-68, p. 7, 1999.

[3] M. R. Hestenes and E. Stiefel, Methods of conjugate gradients for
solving linear systems. NBS Washington, DC, 1952, vol. 49, no. 1.

[4] C. C. Paige and M. A. Saunders, “Lsqr: An algorithm for sparse linear
equations and sparse least squares,” ACM Transactions on Mathematical
Software (TOMS), vol. 8, no. 1, pp. 43-71, 1982.

[S] M. H. Gutknecht and S. Rollin, “The chebyshev iteration revisited,”
Parallel Computing, vol. 28, no. 2, pp. 263-283, 2002.

[6] R. Barrett, M. W. Berry, T. F. Chan, J. Demmel, J. Donato, J. Dongarra,
V. Eijkhout, R. Pozo, C. Romine, and H. Van der Vorst, Templates for
the solution of linear systems: building blocks for iterative methods.
Siam, 1994, vol. 43.

[71 I K. Ozaslan, M. Pilanci, and O. Arikan, “Iterative hessian sketch with
momentum,” 2019 IEEE International Conference on Acoustics, Speech
and Signal Processing (ICASSP), 2019.

[8] P. Favati, G. Lotti, O. Menchi, and F. Romani, “Generalized cross-
validation applied to conjugate gradient for discrete ill-posed problems,”
Applied Mathematics and Computation, vol. 243, pp. 258-268, 2014.

[9]

[10]

(11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

(18]

[19]

[20]

[21]

[22]

H. Avron, P. Maymounkov, and S. Toledo, “Blendenpik: Supercharging
lapack’s least-squares solver,” SIAM Journal on Scientific Computing,
vol. 32, no. 3, pp. 1217-1236, 2010.

X. Meng, M. A. Saunders, and M. W. Mahoney, “Lsrn: A parallel
iterative solver for strongly over-or underdetermined systems,” SIAM
Journal on Scientific Computing, vol. 36, no. 2, pp. C95-C118, 2014.

P. Drineas, M. W. Mahoney, S. Muthukrishnan, and T. Sarlds, “Faster
least squares approximation,” Numerische mathematik, vol. 117, no. 2,
pp- 219-249, 2011.

P. C. Hansen, “Regularization tools: A matlab package for analysis and
solution of discrete ill-posed problems,” Numerical algorithms, vol. 6,
no. 1, pp. 1-35, 1994.

F. Lucka, K. Proksch, C. Brune, N. Bissantz, M. Burger, H. Dette, and
F. Wiibbeling, “Risk estimators for choosing regularization parameters
in ill-posed problems-properties and limitations,” Inverse Problems &
Imaging, vol. 12, no. 5, pp. 1121-1155, 2018.

Y. C. Eldar, “Generalized sure for exponential families: Applications to
regularization,” IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 57, no. 2,
pp. 471-481, 20009.

C. R. Vogel, Computational methods for inverse problems. Siam, 2002,
vol. 23.

G. H. Golub, M. Heath, and G. Wahba, “Generalized cross-validation as
a method for choosing a good ridge parameter,” Technometrics, vol. 21,
no. 2, pp. 215-223, 1979.

W. B. Johnson and J. Lindenstrauss, “Extensions of lipschitz mappings
into a hilbert space,” Contemporary mathematics, vol. 26, no. 189-206,
p. 1, 1984.

M. Pilanci and M. J. Wainwright, “Randomized sketches of convex
programs with sharp guarantees,” IEEE Transactions on Information
Theory, vol. 61, no. 9, pp. 5096-5115, 2015.

——, “Iterative hessian sketch: Fast and accurate solution approxima-
tion for constrained least-squares,” The Journal of Machine Learning
Research, vol. 17, no. 1, pp. 1842-1879, 2016.

B. T. Polyak, “Some methods of speeding up the convergence of ite-
ration methods,” USSR Computational Mathematics and Mathematical
Physics, vol. 4, no. 5, pp. 1-17, 1964.

R. P. Brent, Algorithms for minimization without derivatives.
Corporation, 2013.

Courier

S. Gazzola, P. C. Hansen, and J. G. Nagy, “Ir tools: a matlab package
of iterative regularization methods and large-scale test problems,”
Numerical Algorithms, pp. 1-39, 2019.



